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Даний навчальний посібник призначено для студентів інженерних 
спеціальностей вищих навчальних закладів, які вивчають операційне числення в 
курсі математики. 
Багато фізичних явищ і процесів у техніці описуються за допомогою звичайних 
лінійних диференціальних рівнянь чи їхніх систем, інтегральних, інтегро-
диференціальних рівнянь та ін. Операційне числення є одним із ефективних методів 
розв’язування різних математичних задач, зокрема, тих, які є математичними 
моделями фізичних явищ чи технічних процесів. Воно широко застосовується при 
вивченні різноманітних задач механіки, електротехніки, радіотехніки, 
автоматичного регулювання, теплопровідності та ін. 
Операційне числення – це потужний і зручний математичний апарат для 
розв’язування лінійних диференціальних рівнянь та систем лінійних 
диференціальних рівнянь зі сталими коефіцієнтами, інтегральних рівнянь, крайових 
задач математичної фізики. 
Запропонований навчальний посібник містить коротке викладення теорії 
операційного числення та його застосування до розв’язування задач. Особливу увагу 
приділено перетворенню Лапласа та перетворенню Фур’є. Навчальний посібник 
містить Додатки, в яких коротко сформульовано основні властивості перетворень 
Лапласа та Фур’є, а також подано таблицю оригіналів і зображень основних 
елементарних функцій. 
У посібнику наведено достатню кількість розв’язаних прикладів з докладними 
поясненнями щодо розв’язування, що допоможе закріпити теоретичний матеріал, а 
також запропоновано задачі для самостійного розв’язування та індивідуальні 







1. Перетворення Лапласа 
1.1. Означення перетворення Лапласа 
 
Перетворенням Лапласа функції )(tf  дійсної змінної t  називається функція 





.)()( dttfepF pt      (1.1) 
В цьому випадку функцію )(tf  називають оригіналом, а функцію )( pF  – 
зображенням за Лапласом функції )(tf , або коротко – зображенням функції )(tf . 
Інтеграл в правій частині формули (1.1) називається інтегралом Лапласа. 
Зв’язок функцій )(tf  та  )( pF  за допомогою формули (1.1) символічно 
позначають: 
)()( pFtf  , а також )()( pFtf
L
 , )}({)( tfLpF   . 
Оскільки в правій частині формули (1.1) знаходиться невласний інтеграл, то, 
очевидно, не для кожної функції )(tf  цей інтеграл має сенс. Для того, щоб 
невласний інтеграл у формулі (1.1) збігався і дійсно визначав деяку функцію )( pF , 
достатньо, щоб для функції )(tf  виконувались такі умови: 
І.  Функція )(tf  дорівнює нулю при від’ємних значеннях t ).0)(,0(  tft  
ІІ. Функція )(tf  є кусково-неперервною, тобто будь-який скінчений інтервал 
можна розбити на деяку кількість інтервалів, у кожному з яких функція )(tf  
неперервна. Функція )(tf  може мати лише розриви першого роду (стрибки та 
усувні), причому на кожному скінченому інтервалі таких точок існує не більш, ніж 
скінчене число.  
ІІІ. Функція )(tf  при 0t  зростає не швидше, ніж деяка показникова функція 
із лінійним за змінною t  степенем, тобто існують дійсні сталі 0  ,0  sM  такі, що 
для всіх 0t  виконується нерівність 
.   ,)( 0
0 ssMetf
ts                          (1.2) 
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Нижня межа 0  s  всіх чисел s , для яких виконується нерівність (1.2), 
називається показником зростання функції )(tf . Умова ІІ дозволяє інтегрувати 
функцію )(tf  на довільному скінченому інтервалі осі t , а умова ІІІ забезпечує 
збіжність інтеграла Лапласа (1.1). 
Для обґрунтування операційного числення використовується така теорема. 





)()( dttfepF pt  − визначений та абсолютно збіжний у півплощині 
0Re ssp  , де 0s  – показник зростання функції )(tf . Функція комплексної змінної 
)( pF  – зображення функції )(tf ,  є аналітичною для всіх p  таких, що 0Re sp  . 
Зауваження 1.1. Використовуючи умову ІІІ щодо функції )(tf  та означення 








Дана рівність є необхідною умовою того, щоб функція )( pF  була зображенням 
за Лапласом деякої функції )(tf . 
Користуючись означенням перетворення Лапласа, знайдемо зображення деяких 
елементарних функцій дійсної змінної. 
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      
де 0Re p . Тут враховано, що показник зростання функції Хевісайда дорівнює 
нулю.  
Оскільки за умовою І кожний оригінал дорівнює нулю при 0t , то для 




)(  . ● 
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Зауваження 1.2. Якщо ми будемо розглядати такі функції як ttet cos  ,sin  ,  та 
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За допомогою одиничної функції Хевісайда )(th  ці функції можна переписати у 
вигляді  ,sin)()(1 tthtf   ,cos)()(2 tthtf   
tethtf )()(3  . Надалі множник )(th  писати 
не будемо, вважаючи, що розглянуті функції продовжені нулем для від’ємних  t .  
Приклад 2.  Знайти зображення показникової  функції 
0  R, ,)(   t aetf at .  
Розв’язування. 
Для функції atetf )(  маємо as 0 , тому зображення )( pF  є 
визначеною та аналітичною функцією в півплощині ap Re . 



















































Задачі для самостійного розв’язування 
1. Знайти зображення для функцій за означенням. 
а) ;sin)( ttf   
б) ;cos)( ttf   
в) ;)( tetf   
г) ;sh)( ttf             
д) ;ch)( ttf   
е) ;)( ttf    
є) ;)( 2ttf   
ж) .)( ttetf   








;  в) 
p1
1




;  д) 
12 p
p
















1.2. Основні властивості перетворення Лапласа  
 
Розглянемо властивості перетворення Лапласа та їх застосування. 
1. Лінійність зображення.  


















 – довільні дійсні або комплексні числа, nk ,1  . 
Приклад 1.  Знайти зображення функцій ttf sin)(1    та  .cos)(2 ttf   
Розв’язування.  
Перетворення Лапласа тригонометричних функцій можна знайти, 
використовуючи властивість лінійності зображення. Візьмемо до уваги зображення 

























































eettf titi . 
Тут  ImRe p .● 




































2. Подібність (зміна масштабу незалежної змінної).  















де 0Re sp  . Цю ж саму властивість інколи зручно використовувати в такому 










 де 0Re sp  . 




























t   
що повністю співпадає з результатом прикладу 1. ● 
 
3. Зсув аргументу (теорема запізнення).  
Якщо ),()( pFtf   де 0Re sp  , то для довільного додатного числа 0  
справедлива рівність 
),()( pFetf p  .Re 0sp   
Остання властивість використовується при знаходженні зображень за Лапласом 
періодичних функцій (періодичні імпульси) та функцій, які на різних інтервалах 
визначаються різними аналітичними виразами (кусково-неперервних функцій). 







).,1()0,(   ,0




tf   
Розв’язування.  
 
Перепишемо функцію )(tf  за допомогою одиничної функції Хевісайда 
).1(2)(2)(  ththtf  
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ththtf   ● 










).,4()0,(         ,0
),4,2(   ,4








Перепишемо функцію )(tf  за допомогою одиничної функції Хевісайда 
 )4( )4()2( )4()2( )( )( thtthtthtthttf  
).4( )4()2( )2(2)(  thtthttht  























  ● 
Приклад 6. Знайти загальну формулу для зображення періодичної функції.  
Розв’язування.  











ptpt dttfedttfedttfepF  























Приклад 7. Знайти зображення періодичної функції 
.... ,2 ,1 ,0  
),)22( ,)12((       ,0


























































































4. Зміщення (теорема згасання).  
Якщо ),()( pFtf   де 0Re sp  , то для довільного числа a  справедлива формула 
),()( apFtfeat    0ReRe sap  , 
тобто множення оригіналу на функцію ate  рівносильне “зміщенню” зображення на 
a  одиниць. 
Приклад 8. Знайти зображення функцій tetf at  cos)(  . 
Розв’язування. 






















5. Диференціювання зображення.  










Приклад 9.  Знайти зображення степеневої функції  .0  ,   ,  tntn N    
Розв’язування. 














Використаємо властивість диференціювання зображення, взявши за ,0  ),( ttf  










































Приклад 10. Знайти зображення функції .0  ,   ,  tnet atn N   
Розв’язування. 

































Цю ж саму формулу можна отримати скориставшись результатом прикладу 5. 
та властивістю зміщення (теоремою згасання). ● 
 
6. Інтегрування зображення.  
Якщо ),()( pFtf   де 0Re sp  , а інтеграл 

p
dzzF )(  збіжний, то справедлива 
формула 













































  . ● 
 
7. Властивість часткового виродження оригінала (теорема випередження).  
Якщо ),()( pFtf   де 0Re sp  , то для довільного дійсного числа 00 t  
















ptpt dttfepFettf   0Re sp  . 
 
8. Зображення похідної (диференціювання оригіналу).  
Якщо ),()( pFtf   де 0Re sp   і функція )(tf   має зображення за Лапласом, то 






Якщо додатково до вказаних вище умов функція )()( tf n  задовольняє умови 
існування зображення за Лапласом, тобто має зображення за Лапласом, то 
),0()0()0()()( )1(21)(   nnnnn ffpfppFptf   







Ця властивість є однією з основних властивостей зображень за Лапласом і 
використовується, зокрема, під час розв’язування задач Коші для лінійних 
звичайних диференціальних рівнянь і крайових задач для рівнянь математичної 
фізики, оскільки дозволяє замінити диференціювання оригіналу операцією 
множення зображення на незалежну змінну. 
У частинному випадку, коли 0)0( f , маємо )()( ppFtf  . Якщо ж, крім того, 
, 0)0()0()0( )1(  nfff   то . )()()( pFptf nn    
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Приклад 12. Знайти зображення диференціального виразу 
4)(5)()(3)(2)(IV  tytytytyty , 
при початкових умовах .1)0(  ,0)0(  ,2)0(  ,1)0(  yyyy  
Розв’язування.  
Нехай )(ty ).( pY  Тоді 
 )(ty 1)()0()(  ppYyppY ; 
 )(ty ppYpypypYp  )()0()0()( 22 ; 
 )(ty 2)()0()0()0()( 2323  ppYpypypypYp ; 
)(IV ty .12)()0()0()0()0()( 34234  pppYpypypypypYp  
Отже, враховуючи, що 
p
4




















9. Інтегрування оригіналу (зображення інтеграла від функції).  









  sp Re . 
 Ця властивість використовується для знаходження розв’язків лінійних 
інтегральних рівнянь. 




























  ● 
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10. Теорема множення (Бореля).  













називається згорткою функцій )(tf  та )(tg  і позначається )()( tgtf  . 






Ця формула часто застосовується під час відшукання оригіналу за заданим 
зображенням (див. далі розділ 2). 



































Зауваження 1.3.  Короткий перелік властивостей перетворення Лапласа і 
таблиця зображень для основних елементарних функцій наведено в Додатках 1 і 2 






Задачі для самостійного розв’язування 
1. Користуючись властивістю лінійності, знайти зображення для функцій: 
а) ;sin)( 2 ttf   
б) ;cos)( 3 ttf    
в) ;cos)(   tetf at   
г) ;sh5ch)(  tttf    
 д) ;5cossh)(  tttf   
 е) ;)sin43cos2(3ch)(  ttttf   
 є) .cos3)(  2 ttf t  
2. Користуючись властивістю подібності та результатом попереднього 
завдання, знайти зображення для функцій: 
а) ;4sin)( 2 ttf           б) ;3cos)( 3 ttf            в) tttf sh65ch43)(  .          
3. Користуючись властивістю зміщення, знайти зображення для функцій: 
а) ;sin)(   tetf at    
б) ;cos)(  23  tetf t    
в) ;3sinsh3t22cosch2)(  ttttf     
г) ;3cos2cossh4)(  ttttf    
д) ;cos5)(  ttf t   
е) tttf 3sinch3)(  .   
4. Користуючись властивістю диференціювання зображення, знайти 
зображення для функцій: 
а) ;)32()(  23 tettttf   
б) ;cos)()(  2 ttttf    
 в) ;sin)5()(  2 ttttf   
 г) ;2cos)(  ttetf t         
д) ;sin)(  3 ttetf t   
е) .sinch)(  2 ttttf     























































tf  . 
6. Користуючись властивістю диференціювання оригінала, знайти зображення 
диференціального виразу із заданими початковими умовами: 
а)    tetytyty 2)(2)(5)(4  ,              
        ;0)0(  ,0)0(  yy                                              
б)   ttytytyty 2)()(3)(7)(  , 
      ;2)0(  ,3)0(  ,1)0(  yyy  
в)  ttytytytyty 2sin)(2)(4)(2)()(IV  , 
      .0)0(  ,0)0(  ,2)0(  ,3)0(  yyyy  
7. Користуючись теоремою запізнення, знайти зображення кусково-


































































8. Користуючись результатом прикладу 6, знайти зображення періодичних 





































в) 0  ,sin)(  tttf . 
9. Знайти згортку функцій  )(tf
 
та )(tg  та її зображення за теоремою Бореля:  
а) ttf sin)(   та ttg )( ;        
б) ttf cos)(   та ttg )( ; 
























































































































































































































































































































































































pYpp   






pppYppp   









ppYpppp    7.   а)   ;
2
p
ee pp  






































































2. Відновлення оригіналу за заданим зображенням 
 
В процесі застосування методів операційного числення для розв’язання 
практичних задач, важливе значення має відповідь на питання: як за відомою 
функцією )( pF  – зображенням за Лапласом – знайти функцію )(tf , що є 
оригіналом для )( pF .  
По-перше, існують таблиці зображень тих функцій, які найчастіше 
зустрічаються при застосуванні операційного числення. 
По-друге, враховуючи властивості перетворення Лапласа, зазначені в першому 
розділі, можна розв’язати і задачу щодо відновлення оригіналу за зображенням. 
Таблиця основних властивостей перетворення Лапласа та таблиця оригіналів і 
зображень наведені в додатках 1, 2. 
По-третє, існує загальний метод побудови оригіналу за зображенням (формула 
обернення Мелліна). 
 
2.1. Визначення оригіналу за зображенням  
за допомогою властивостей перетворення Лапласа 
 









m , де )( pPm  та )( pQn  − многочлени степеня m  та n , причому 
дріб )( pF  є правильним, тобто nm  . 






m  можна 
зобразити  у вигляді суми елементарних дробів вигляду  
,
)(
     ,     ,
)(















де      ,  ,  ,  ,  , cbaCBA  дійсні числа, а  k  ціле додатне число,  причому 042  cb , 
тобто знаменники третього та четвертого дробів не мають дійсних коренів. 
Коефіцієнти  CBA   ,  ,  можна знайти методом невизначених коефіцієнтів. 
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Для кожного елементарного дробу можна знайти оригінал, користуючись 
таблицею оригіналів та зображень і властивостями перетворення Лапласа. Сума 
отриманих оригіналів і буде шуканою функцією )(tf . 











Оскільки квадратний тричлен у знаменнику має дійсні корені, зобразимо дріб у 































Порівнявши чисельники першого та останнього дробу, складемо  систему для 



































.23)( 42 tt eetf  ● 











Оскільки квадратний тричлен у знаменнику не має дійсних коренів, 

















































































































































































. sincos33)( ttetf t  ● 




























































































































Задачі для самостійного розв’язування 


























































































Відповіді: а) ;782 2tt ee   б) );3sin33cos(
12




































ІІ. Якщо задане зображення )( pF  можна зобразити у вигляді добутку двох 
зображень табличних оригіналів )()()( 21 pFpFpF  , то можна скористатися 




2121 )()()()( .  





212121 )()()()0()()( . 
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)( ttttf  ● 





























































Задачі для самостійного розв’язування 













































2.2. Формула Мелліна 
 
Теорема 2.1. Нехай функція )( pF  комплексної змінної  isp  задовольняє 
умови: 
 функція )( pF  аналітична в області 0Re ssp  ; 
 0)( pF  при p   рівномірно за parg  (в області 0Re ssp  ); 






dppF ,)(   0ss  , 
де інтеграл розуміється в сенсі головного значення. 
Тоді функція )( pF  при 0Re sp   є зображенням функції )(tf  дійсної змінної 
,0t  що визначається формулою 











)(                                          (2.1) 
де інтеграл береться вздовж довільної прямої 0Re ssp   і розуміється в сенсі 














Формулу (2.1) називають формулою Мелліна, а інтеграл у правий частині 
формули (2.1) – інтегралом Мелліна.  
У більшості випадків невласний інтеграл у правій частині (2.1) можна 
обчислити за допомогою теорії лишків.  
Нехай функція )( pF  визначена в області 0Re sp  . Припустимо, що функцію 
)( pF  можна аналітично продовжити на всю комплексну площину, а її аналітичне 
продовження при 0Re sp   задовольняє умови леми Жордана [див.1, 2]. Тоді при 






dppFe ,0)(lim  
де RC  – дуга кола ,Rsp   яка лежить у півплощині sp Re .  
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pF   0Re p .   
Розв’язування. 









































pF  .0  ,0Re 2 p    
Розв’язування. 
Очевидно, що функція )( pF  задовольняє умови теореми 2.1. Аналітичне 
продовження функції )( pF  на всю комплексну площину задовольняє умови леми 












pF , як функція комплексної змінної p , має дві скінченні 















































 .0t ● 
 
Задачі для самостійного розв’язування 

























pF    






1 tttt eeee    б) ;342  tet  в)  .cos1 t  
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2.3 Теореми про розклад 
У багатьох випадках при знаходженні оригінала використовується розклад 
зображення (функції )( pF ) в ряд, для членів якого відомі оригінали. Ці теореми є 
наслідками формули обернення Мелліна, якщо зображення є дробово-
раціональними функціями, і називаються теоремами про розклад. 
Теорема 2.2. (перша теорема про розклад).  



























                                              (2.2) 
де )(th  – функція Хевісайда. При цьому оригінал є цілою функцією від t . 










Надалі множення на функцію Хевісайда )(th опускається. 
Справедливе й обернене твердження: якщо оригінал )(tf  є цілою функцією від t  















tf , причому коефіцієнт зростання функції )(tf  




 ряду при rp  . 
Зауваження 2.1. З першої теореми про розклад випливає, що у випадку 
зображення за Лапласом, яке розкладається в ряд за степенями 
p
1
, його оригінал 
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можна подати за допомогою ряду, який збігається для всіх t . Однак обернене 
твердження не є вірним, тобто, якщо оригінал подається у вигляді ряду, що 
збігається для всіх t , то  відповідне його зображення за Лапласом не завжди 




















































pF , при 1p , 
























)(  . 
Розв’язування. 













































Отриманий ряд є розкладом функції tcos  в ряд Маклорена, отже  
0,cos)(  tttf .● 
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, тобто 1p .  






tf  .0t  
Отриманий ряд є розкладом функції tcos  в ряд Маклорена, отже  
0,cos)(  tttf .● 
Теорема 2.3. (друга теорема про розклад).  
Нехай виконуються наступні умови: 
1) функція )( pF  визначена в деякій півплощині 0Re sp   та не має інших 
особливих точок крім полюсів; 
2) функція )( pF  прямує рівномірно до нуля щодо parg  при p ; 






dppF )( . 










)(Res)( ,                                   (2.3) 
де сума лишків обчислюється у всіх ізольованих особливих точках kp  функції 
)( pF за порядком не спадання їх модулів. 
  
29 
Приклад 4. Знайти оригінал зображення 

















pF  має дві ізольовані особливі точки:  
11 p  – полюс 2-го порядку, 22 p  – простий полюс. 
Отже, згідно з формулою (2.3)  
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1 2ttt eete  .● 






















)( .                                             (2.4) 
















1)(1  ppP ,  2)2)(1()(
2
2  pppppQ . 
Тоді, враховуючи вигляд похідної  12)(2  ppQ , згідно з формулою (2.4) 

























  ● 
 
Задачі для самостійного розв’язування 



























































1 22   tette tt   
в) ;sin5,0cos1 ttt   г) );2coscos43(
12
1




































3. Застосування операційного числення 
3.1. Розв’язування лінійних диференціальних рівнянь операційним методом 
 
Властивості перетворення Лапласа дають можливість знаходити розв’язки 
задач Коші для звичайних лінійних диференціальних рівнянь зі сталими 
коефіцієнтами. Операції над зображенням є значно простішими, ніж операції над 
шуканою функцією, оскільки диференціюванню відповідає множення на змінну p, а 
інтегруванню – ділення на p.  
 
І. Розглянемо задачу Коші вигляду  
),()1(1
)( tfyayay n
nn                                            (3.1) 
де R,  ,,  , 21 naaa   
з початковими умовами  




n yyyyyy                                         (3.2) 
Якщо )(tf  − оригінал, то шуканий розв’язок )(ty  рівняння (3.1) також є 
оригіналом. Припустимо, що його зображення )( pY . 
За властивістю диференціювання оригіналу знайдемо зображення лівої та 
правої частин рівняння  
)(ty  )0()( yppY  ; 
)(ty   )0()0()(2 ypypYp  ; 
 
)()( ty n  );0()0()0()( 21 ypypypYp nnn     
)(tf  ).( pF  
Складемо операторне рівняння, яке є лінійним алгебраїчним рівнянням для 
зображення )( pY . Визначивши вираз для )( pY  і знайшовши його оригінал, 





Приклад 1.  Розв’язати задачу Коші 
.0)0(   ,1)0(   ,0)()(2)(  yytytyty  
Розв’язування. 
Нехай )(ty  ).( pY  Використовуючи властивість диференціювання оригіналу та 
початкові умови задачі, отримаємо: 
 )(ty )()0()( ppYyppY  ; 
 )(ty 1)()0()0()( 22  pYpypypYp . 
У результаті, після застосування перетворення Лапласа, задача Коші 
перепишеться у вигляді 
.1)12)(( 2  pppY  













Невідому функцію 0  ),( tty  шукаємо за її перетворенням )( pY , 
використовуючи таблицю зображень  
.0  ,)(  ttety t ● 
Приклад 2.  Розв’язати задачу Коші 
.1)0(   ,1)0(   ,2cos)(4)(  yyttyty  
Розв’язування. 
Нехай ).()( pYty   За властивістю диференціювання оригіналу отримаємо: 
 )(ty 1)()0()(  ppYyppY ; 
 )(ty 1)()0()0()( 22  ppYpypypYp . 






































Невідому функцію 0  ),( tty  шукаємо за її перетворенням )( pY , 







)(  tttttty ● 
Приклад 3.  Розв’язати задачу Коші 















Нехай ).()( pYty   Тоді  
 )(ty )()0()0()( 22 pYpypypYp  . 





thtf   
























Тоді .0  ),1()cos22()(  tthtty ● 
  
 
ІІ. При розв’язанні задачі Коші вигляду  
),()1(1
)( tfyayay n
nn                                            (3.3) 
де R,  ,,  , 21 naaa   
з початковими умовами  
0)0(  ,  ,0)0(  ,0)0( )1(  nyyy                                              (3.4) 




Розв’яжемо допоміжну задачу 
,1)1(1
)(   xaxax n
nn   .0)0(  ,  ,0)0(  ,0)0( )1(  nxxx   
За теоремою про диференціювання оригіналу знайдемо зображення лівої та 
правої частин рівняння  
















. Звідки знайдемо .0  ),( ttx  
Застосуємо тепер операційний метод до задачі (3.3), (3.4). Скориставшись 
властивостями перетворення Лапласа, отримаємо 
).())(( 11 pFapappY n





































Приклад 4.  Розв’язати задачу Коші 











Розв’яжемо допоміжну задачу 
,1 xx  .0)0(  ,0)0(  xx  
Знайдемо зображення лівої та правої частин рівняння  


















pX . Звідки знайдемо .0  ,1)(   tettx t  
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Задачі для самостійного розв’язування 
Розв’язати наступні диференціальні рівняння при заданих початкових умовах: 
1. ,)()( tetxtx   1)0( x ; 
2. ,1)()(  txtx  1)0( x ; 
3. ,sin)(2)( ttxtx   0)0( x ; 
4. ,1)(  tx  1)0(,0)0(  xx ; 
5. ,1)()(  txtx  1)0(,0)0(  xx ; 
6. ,0)()(  txtx  0)0(,1)0(  xx ; 
7. ,)(2)( 2tetxtx  0)0()0(  xx ; 
8. ,)(3)(2)( tetxtxtx   1)0(,0)0(  xx ; 
9. ,1)()(  txtx  0)0()0()0(  xxx ; 
10. ,cos)()( tttxtx    0)0()0(  xx ; 
11. ,sin)()(2)( ttxtxtx   1)0(,0)0(  xx ; 
12. ,1)()(2)(  txtxtx  0)0()0(  xx ; 
13. ,)()( ttxtx   0)0(,1)0(,3)0(  xxx ; 
14. ttxtx cos)()(IV   0)0()0(,1)0(,0)0(  xxxx ; 
15. ,)(4)( ttxtx  0)0(,1)0(  xx ; 












tf   0)0()0(  xx ; 

















tf   2)0(  ,0)0(  xx ; 
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tf   1)0(  ,0)0(  xx ; 
Розв’язати диференціальні рівняння методом Дюамеля: 




























22. 0)0(   ,0)0(   ,th)()(  yyttyty . 
Відповіді: 
1. tet  )1( ; 2. 1 ; 3. )sin2cos(
5
1 2 tte t  ; 4. 2
2
1
tt  ; 5. t ; 6. tcos ; 7. 
4




1 3 ttt eee  ;  9.  tt sin ;  10.  )sinsincos(
4
1 2 ttttt  ;  11. )cos(
2
1








1 23 ; 14. 1)ch(cos
2
1







2cos  ; 16. )2())2(1(21 )2()2(   thetetee tttt ; 17.  te22  
)3()4()1()2( )3()1(   thetthet tt ; 18.  )1())1sin(1(2 thttt   






















































3.2. Розв’язування систем лінійних диференціальних рівнянь операційним 
методом 
 
Задачі Коші для систем звичайних лінійних диференціальних рівнянь зі 
сталими коефіцієнтами також можна розв’язувати за допомогою операційного 
методу. Розглянемо це на прикладах. 






.0)0(        ,)()()(






Припустимо, що функції )(  ),( txty  є оригіналами, тоді для них існують 
зображення: ).()(      ),()( pXtxpYty    





































































































































































































































Отже, розв’язком системи буде 
.0   






































 .0)0(  ,1)0(     ,)()()(2)(

































































































































e t  то за теоремою про 





































te t  
Отже, розв’язком системи буде 






















Задачі для самостійного розв’язування 







;1)0(   ,43
,1)0(   ,34
xyxx
yyxy
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xyx
yxy
   






;1)0(     ,13
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xxx
yyxy






;0)0(   ,cos22










.1)0()0(     ,0572










;0)0()0(               ,3
,0)0(  ,1)0(   ,2sin5,042
xxtxyy
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;0)0(     ,cos24
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3.3 Розв’язування інтегральних рівнянь операційним методом 
 





dzzyztktftay                                             (3.5) 
де )(ty  − невідома функція, )(tf  та ),( ztk  − задані функції, a  та   − сталі, 
називають інтегральним рівнянням Вольтерри. При цьому функцію ),( ztk  
називають ядром інтегрального рівняння. 
Інтегральні рівняння Вольтерри застосовуються при вивченні властивостей 
в'язко-пружних матеріалів, в демографії, страховій математиці та ін. 
Якщо 0a , то рівняння (3.5) називають рівнянням Вольтерри 1-го роду, якщо 
ж 0a , то рівняння (3.5) − 2-го роду. 






називають інтегральним рівнянням типу згортки і його розв’язки можна знайти 
операційним методом аналогічно описаному для розв’язування задачі Коші для 
звичайних лінійних диференціальних рівнянь зі сталими коефіцієнтами. 
Припустимо, що для функцій ),(ty  )(tf  та )(tk  виконуються умови І−ІІІ 

























)()())()((  абсолютно збіжний, 





   
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У результаті інтегральне рівняння набуває вигляду лінійного щодо невідомої 
функції )( pY  рівняння: 
).()()()( pYpKpFpaY   










Далі знаходимо оригінал за цим зображенням. 
Приклад 1.  Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерри 2-го роду 







Для розв’язання цього рівняння застосуємо перетворення Лапласа. Нехай 







t  Другий 






et  за теоремою 














































































   
Остаточно маємо розв’язок інтегрального рівняння 
.0   ,3sh
3
2
)( 3  ttetty t ● 
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Приклад 2.  Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерри 1-го роду 






Перейдемо до зображення за Лапласом 




























































Перейдемо до оригіналів та отримаємо розв’язок інтегрального рівняння 
.0   ,1cos2)(  ttty ● 
Приклад 3.   Розв’язати інтегро-диференціальне рівняння 





що задовольняє початкову умову .1)0( y  
Розв’язування. 
Застосуємо операційний метод. Нехай 
),()( pYty   















































































.0   ),sincos(
2
1
)(  tttety t ● 
 
Задачі для самостійного розв’язування 
1. Розв’язати інтегральні рівняння: 




                  б)   ;0   ,)()(
0
23   tdzzyztt
t
   







































    


































3. Розв’язати інтегро-диференціальні рівняння, що задовольняють задані 
початкові умови: 




    




   






Відповіді: 1. а)  ;1  б) ;3  в)  ;
13
3sin33cos112 2 tte t 
































3.  а)  );sin(cos
2
1 tetty   б) ; ty    в) ).2(
3


















3.4. Розв’язування задач математичної фізики операційним методом 
 
Перетворення Лапласа можна застосувати до розв’язування нестаціонарних 
рівнянь математичної фізики (хвильового та теплопровідності). 
Загальну схему застосування операційного методу для задач математичної 
фізики можна задати такими кроками: 
− залежно від типу задачі, кількості змінних та області, в якій задачу 
поставлено, вибираємо змінну, за якою будемо проводити перетворення Лапласа; 
− за його допомогою перетворюємо задачу так, щоб виключити 
диференціювання за однією зі змінних  та отримати більш просту задачу відносно 
перетвореної функції; 
− розв’язуємо перетворену задачу (за потреби інтегральне перетворення 
застосовують повторно, послідовно виключаючи диференціальні операції за 
декількома змінними); 
− за допомогою оберненого перетворення знаходимо розв’язок вихідної задачі. 
 
Приклад 1. Розв’язати задачу про коливання тонкої однорідної струни 
довжини l  із жорстко закріпленими кінцями, якщо її форму в початковий момент 









 Розв’язування.  
Задача зводиться до такої початково-крайової задачі для одновимірного 
хвильового рівняння: 










Axu     ,0)0,( xut      ,0 lx                    
,0),(),0(  tlutu     .0t                                                   



















































U xx    ,0 lx                                    
.0),(),0(  plUpU  
В отриманому рівнянні присутня похідна лише за змінною х, тобто після 
перетворення Лапласа за t початково-крайова задача для рівняння з частинними 
похідними зводиться до крайової задачі для звичайного диференціального рівняння.  
Розв’язок лінійного неоднорідного диференціального рівняння шукаємо у 
вигляді суми загального розв’язку однорідного та частинного розв’язку 
неоднорідного рівняння (див. [3]) 
).,(),(),( . pxUpxUpxU нчoд   












U xx  











k  має корені 
a
p
k   і загальний 



















CpxUoд sincos),( 21 , 
де 21   , CC  – довільні сталі.  
2. Враховуючи вигляд правої частини диференціального рівняння, шукаємо 



















CpxU нч  
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Для відшукання невідомої функції ),( txu  за її перетворенням Лапласа ),( pxU  


























Atxu   ,0 lx    0t .● 
Приклад 2. Розглянемо задачу про вільні коливання тонкої однорідної струни 
довжини l , якщо в початковий момент часу вона перебувала у стані спокою, лівий 
кінець жорстко закріплено, а до правого вільного кінця прикладено силу tA sin , 
напрямлену вздовж осі струни. 
Розв’язування.  
Задача зводиться до такої початково-крайової задачі: 
,2 xxtt uau      ,0 lx    0t , 
,0)0,( xu     ,0)0,( xut      ,0 lx   
,sin),(     ,0),0( t
E
A
tlutu x      ,0t  
де Е − модуль пружності. 
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Скористаємось  перетворенням Лапласа за змінною t. Нехай 
),( txu ),,( pxU  
),( txuxx ),,( pxUxx  
),( txutt ),,()0,()0,(),(
22 pxUpxuxpupxUp t   









plU x  
У результаті задана початково-крайова задача набуває вигляду такої крайової 












U xx    ,0 lx   






plU x  







CpxU   
а з крайових умов отримуємо 




































Для обчислення оригіналу скористаємось другою теоремою про розклад. 












pp  та отримаємо 
особливі точки функції ),( pxU . Це прості полюси: 
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Приклад 3. Розв’язати крайову задачу 
;<<0  ,<<0     ),(2  txxfuauu xxt  
.0),0(      ; 0=)(0, tutu x  
Розв’язування.   
Для цієї задачі за змінну, за якою проводиться інтегральне перетворення 
Лапласа, вибираємо х. Тоді 
),( txu ),,( tpU  
),( txut ),,( tpUt  
),( txuxx ),,(),0(),0(),(






Задача набуде вигляду  
 ).()( 22 pFUapUt   
Отримане рівняння є звичайним лінійним диференціальним рівнянням першого 
порядку щодо незалежної змінної t . Загальний розв’язок цього рівняння можна 










   













Знайдемо оригінал за цим зображенням. Оскільки 






),( pF  














Задачі для самостійного розв’язування 
 
Розв’язати задачі, використовуючи перетворення Лапласа. 
1. ,2 xxtt uau      ,0 lx    0t , 









Bxut      ,0 lx   n  − натуральне число, 
,0),(),0(  tlutu     .0t  










Axu     ,0)0,( xut      ,0 lx   n  − натуральне число, 
,0),(),0(  tlutu xx     .0t  








xu      ,0  x   
,0),(),0(  tutu x     .0t  
4. ;<<0  ,<<0     ,  txxuuu xxt  

















































etxu tt   ;         4. xxxxtxtxu sin
2
1











4. Перетворення Фур’є 
 
Нехай функція )(xf  визначена на нескінченному інтервалі та абсолютно 




Mdxxf )( . 
Якщо функція )(xf задовольняє умовам Діріхле [3] на будь-якому скінченому 
проміжку  ll, , то її можна зобразити у вигляді: 









)( dtxttfdxf .                                 (4.1) 
Формула (4.1) називається інтегральною формулою Фур’є, а інтеграл у правій 
частині формули називається інтегралом Фур’є для функції )(xf . 
Ця інтегральна формула Фур’є отримується з ряду Фур’є для функції )(xf  на 
проміжку  ll,  при l . 
Формула Фур’є (4.1) має місце в точках неперервності функції )(xf , а в точках 
















Формулу (4.1) можна переписати також у вигляді однократного інтеграла: 




sin)(cos)()( ,                                  (4.2) 















)( .                       (4.3) 
Формула (4.2) є аналогом ряду Фур’є. В обох випадках функція )(xf  
розкладається на суму гармонічних складових. Проте, на відміну від ряду Фур’є, 






,...3,2,1n , інтеграл Фур’є дає розклад функції на гармонічні коливання з 
неперервною частотою  , яка змінюється від 0  до  . 
Для парної та непарної функції інтеграл Фур’є спрощується. 
Якщо функція )(xf  − парна, тобто )()( xfxf  , формула Фур’є (4.2) набуває 
вигляду:  




cos)()( xdAxf ,                                              (4.4) 









)( tdttfA . 
Якщо функція )(xf  − непарна, тобто )()( xfxf  , формула Фур’є (4.2) 





sin)()( xdBxf ,                                              (4.5) 









)( tdttfB . 
 
Зауваження 4.1. Якщо функція )(xf  задана лише на проміжку  ,0 , то її 
можна довільним чином (парним або непарним) продовжити на проміжок  0,  та 
потім зобразити її різними інтегралами Фур’є; зокрема інтегралом (4.4) за умови 
парного продовження або інтегралом (4.5) за умови непарного продовження цієї 
функції на інтервал  0, . 










 BB . 









)( xdAxf ,                                       (4.6) 
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tdttfA ,                                      (4.7) 
у випадку непарної функції формула (4.5) набуває вигляду: 








)( xdBxf ,                                     (4.8)  











tdttfB .                                     (4.9) 
Функції )(
~
A  і )(
~
B , які визначаються формулами (4.7) і (4.9), називаються 
відповідно косинус-перетворенням і синус-перетворенням Фур’є для функції )(xf , 
а функція )(xf , яка визначається формулами (4.6) і (4.8), називається оберненим 
косинус-перетворенням і синус-перетворенням Фур’є для функцій )(
~




За допомогою формул Ейлера з формули (4.2) можна отримати комплексну 









 dtetfdexf tixi )(
2
1
)( ,                                    (4.10) 









)( ,                                            (4.11)     




 dtetfC ti)()( . 
Інтеграл Фур’є у комплексній формі можна  також подати в симетричній формі 








 CC . 
Тоді формули (4.11) набувають вигляду: 
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)( ,                                      (4.12) 











.                                     (4.13)      
Функція )(
~
C , визначена формулою (4.13), називається перетворення Фур’є у 
комплексній формі для функції )(xf . У свою чергу, функція )(xf , визначена 
формулою (4.12), називається оберненим перетворенням Фур’є для функції )(
~
C . 
В формулі (4.11) число   називається хвильовим числом, яке приймає всі 








C  називають також спектральною щільністю (або 
спектральною характеристикою) функції )(xf , модуль )(
~
C  − амплітудним 
спектром (або амплітудно-частотною характеристикою) функції )(xf , а її 
аргумент )(
~
arg C  − фазовим спектром функції )(xf . 













 BiAC . 
 
Приклад 1. Зобразити інтегралом Фур’є функцію 
Розв’язування. 
Функція задовольняє всім умовам, при яких її можна зобразити інтегралом 
Фур’є. Дійсно, функція задана на всій числовій осі і кусково-монотонна на будь-
якому скінченному відрізку  ll, , оскільки складається з двох неперервних функцій 









 .0  при   ,





















2)( dxedxedxxf xx . 















 tdteB t . 
(даний інтеграл обчислюється окремо за формулою інтегрування частинами). 
Тоді 













Тут 0x , оскільки в точці розриву 0x  значення функції 1)0( f , а 
отриманий інтеграл Фур’є дорівнює середньому арифметичному її односторонніх 
границь. 
Тобто, 



































)1( df . 























Іншими словами, за допомогою подання функції інтегралом Фур’є, іноді можна 






Приклад 2. Зобразити інтегралом Фур’є функцію 
Розв’язування.  
Функція )(xf  визначена тільки на інтервалі ),0(  . Тому її можна по-різному 
продовжити на інтервал ]0,(  і тому подати різними інтегралами Фур’є. 
За умови парного продовження функції на інтервал  0, , використовуючи 





































За непарного продовження функції на інтервал  0, , використовуючи 






































Обидва отримані інтеграли Фур’є зображають задану функцію в усій області її 
визначення, включаючи і точку 3x , в якій функція розривна, оскільки в цій точці 






















.3  при  ,0
,3  при  ,1















Застосовуючи формулу (4.3), обчислимо коефіцієнти )(A  і )(B : 
.
1cossincossin






















































































Отриманий інтеграл збігається до функції )(xf  на всій числовій осі, крім точки 









тоді як значення функції )1(f . 
Розв’язування буде коротшим, якщо скористатися комплексною формою (4.10) 






































































.1  при    ,0
,10  при  ,










Зауважимо, що ці зображення даної функції інтегралом Фур’є в комплексній 
формі та отримане вище зображення її інтегралом Фур’є в звичайній формі 
відрізняються тільки за формою і можуть бути перетворені одне в інше за 
допомогою формул Ейлера. 
 
Приклад 4. Знайти косинус- і синус-перетворення Фур’є для функції  
)0(  )(   xexf x . 
Розв’язування.   

























































tdtetdttfB t .● 
Зауваження 4.3. Якщо застосувати косинус- і синус-перетворення Фур’є для 
функцій )(
~
A  і )(
~












































































.1  при  ,0
,10  при   ,1







За формулою (4.13) знаходимо перетворення Фур’є функції )(xf , яке визначає 
































































Амплітудний спектр функції )(xf  визначається модулем спектральної 













































0 C , 




 в точках  





і приймає максимальне значення 

12
















C  при  . 


















Зауваження 4.4.  Короткий перелік властивостей перетворення Фур’є наведено 
в Додатку 3 на сторінці 78. 
 
 
Задачі для самостійного розв’язування 









 .0  ,


















.1    ,0
,10    ,3
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.                ,0
,  ,2cos
















.                ,0
,  ,2sin
















.1         ,0
,10   ,1








Знайти косинус і синус-перетворення Фур’є функції: 
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2
1







































.41           ,0


























 .0)(   0    ,

















.2                   ,0
,22   ,cos





xf     (косинусоідальний імпульс) 

























)( xdxf , 
в точках розриву 0x  та 1x  інтеграл збігається до числа 23 ; 
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Індивідуальні завдання для самостійної роботи 
 
Завдання 1. Знайти зображення наступних функцій: 
 
1. tttf 2cos)( 2 ; 
2. tttf 3sin)( 2 ; 
3. tttf 2sin)1()(  ; 





4)(  ; 
6. tetf t 2cos)(  ; 
7. tetf t 2sin)(  ; 
8. ttttf 3sin2sin)(  ; 

















































































21. tttf 2cossin)(  ; 
22. tttf 4coscos)(  ; 





3-  2ch )(  ; 
25. tttf ch2cos)(  ; 















2  2cos)(  ; 
29. ttf 3sin)(  ; 



























































































































































































































































































Завдання 4. Операційним методом  розв’язати задачу Коші: 
 
1. 1)0(,3)0(    ,6  yyeyy t . 
2. .2)0(,0)0(  ,22  yyttyy  
3. 4)0(,1)0( ,7 2  yyeyyy t  
4. 2)0(,3)0(   ,cossin9  yyttyy . 
5. .1)0(,0)0(     ,2  yytyy  
6. 1)0(,1)0(     ,3cos  yytyy . 
7. 1)0(,1)0(    ),1(22  yytyyy . 
8. 2)0(,1)0( ,22  yyeyy t . 
9. 1)0(,2)0(   ,3sin2  yytyy . 





11. 1)0(,2)0(    ,sh  yytyy . 
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12. 1)0(,0)0( ,294 2   yyeyyy t . 
13. 0)0(,1)0( ,23  yyeyyy t . 
14. 1)0(,0)0( ,332  yyeyyy t . 
15. 1)0(,1)0( ,232  yytyyy . 
16. 1)0(,0)0(   ,2sin4  yytyy . 
17. 0)0(,1)0(   ,cos2952  yytyy . 
18. 3)0(,1)0( ,2  yyttyyy . 
19. 1)0(,3)0(   ,2sin84  yytyy . 
20. 0)0(,1)0( ,26  yyyyy . 
21. 2)0(,1)0(   ,444 22  yyteyy t . 
22. 2)0()0(   ,164 2  yyeyyy t . 
23. 6)0(,2)0(   ,1223 3  yyeyyy t . 
24. 3)0(,2)0(   ,3cos10sin34  yyttyy . 
25. 1)0(,5)0(   cos3t,2102   yyeyyy t . 
26. .6)0(,3)0(   ,40103  yyyyy  
27. 0)0(,1)0( ,2   yyeyyy t . 
28. 2)0(,2)0(   3),-t(t2 2  yyeyy t . 
29. .1)0(,0)0(   ,cos2  yytyy  
30. .2)0(,1)0(   ,2cos5sin4  yyttyy  
 
Завдання 5. Розв’язати рівняння, побудувати графік правої частини  
                     ( )(th  – функція Хевісайда). 
 
1. .1)0(  ),3()(2  yththyy  
2. .0)0(  )),1()((24  yththyy  
3. .2)0(  ),2()(2  yththyy  
4. .0)0()0(  ),2()1(2)(  yythththyy  
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5. .3)0(  ),1()(23  yththyy  
6. .0)0(,1)0(  ),2()(  yyththyy  
7. .0)0()0(  ),2()(22  yyththyyy  
8. .0)0(,4)0(  ),1(3  yythyy  
9. .1)0(  ),2(2)1(2)(3  ytttyy   
10. .0)0(  ),5(5,0)3(5,0)2(2)(2  yththththyy  




 yththyy  
12. .0)0()0(  ),1()1()(2  yythttthyyy  
13. .3)0(  ),2()1()(22  ythththyy  
14. .0)0(  ),2(2)1(  yththyy  
15. .0)0()0(  ),3()2(23  yyththyyy  
16. .0)0()0(  ),2()1(23  yyththyyy  
17. .0)0(,1)0(  )),1()((244  yyththyyy  
18. .2)0(  ),1()(24  yththyy  
19. .3)0(  ),1()(22  yththyy  
20. .1)0(  ),3()1()2()(  yththththyy  
21. .0)0()0(  ),2()(22  yyththyyy  
22. .0)0(  ),1(4)(4  yththyy  
23. .0)0(  ),2(2)1(2)(32  ythththyy  
24. .0)0(  ),3()2()1(  ythththyy  
25. .0)0()0(  ),2()(4  yyththyy  
26. .0)0()0(  ),2()1(2)(  yythththyy  
27. .0)0(,4)0(  ),2(3  yythyy  
28. .0)0()0(  ),1()2(24  yyththyy  
29. .0)0()0(  ),3(9  yythyy  
30. .1)0(,0)0(  ),1(2  yythyy  
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0)0(,1)0(  yx . 
 
Завдання 7. Використовуючи формулу Дюамеля, знайти розв’язок 
диференціального рівняння, який задовольняє умови 0)0(,0)0(  yy : 






































































































































































































































2  . 




















































































































































































































Основні властивості перетворення Лапласа 
 


























3. Теорема запізнення   )(tf 0  ),(  pFe p . 
4. Теорема згасання  )(tfeat )( apF  . 
5. Диференціювання зображення  )(tftn )()1( )( pF nn . 
























8. Диференціювання оригінала    )(tf )0()( fppF  , 
                         )(tf )0()0()(2 fpfpFp  , 
                    )()( tf n )0()0()0()( 121   nnnn ffpfppFp  . 













)()()()( )()( pGpF .   

























Оригінали та зображення основних елементарних функцій 
 



















































































Основні властивості перетворення Фур’є 
 


























)( .  
3. Теорема про зсув оригіналу 0  ),()(  

Fexf i . 
4. Теорема про зсув зображення ))(()( 

 iFxfe xi . 








Fixf nn . 
6. Диференціювання зображення   )()()( )( 

iFxfix nn . 
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